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Re´sume´
On e´tablit des caracte´risations intrinse`ques des versions localise´es-uniformes des
espaces de Besov Bsp,q(R
n), avec p, q ∈ [1,+∞], et de Lizorkin-Triebel F sp,q(R
n) avec
q ∈ [1,+∞] et p ∈ [1,+∞[, quel que soit le nombre re´el s > 0.
We give intrinsic characterisations for the uniformly localized versions of the
Besov spaces Bsp,q(R
n), where p, q ∈ [1,+∞], and of the Lizorkin-Triebel spaces
F sp,q(R
n), where q ∈ [1,+∞] and p ∈ [1,+∞[, whatever be the real number s > 0.
Mots-cle´s : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Localisation uniforme.
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1 Introduction
A` tout espace norme´ E de fonctions sur Rn, il est possible d’associer sa version localise´e-
uniforme. Il s’agit de l’espace, note´ Elu, des fonctions f telles que
sup
a∈Rn
‖(τaϕ)f‖E < +∞ . (1)
Ici τa de´signe l’ope´rateur de translation, de´fini par τaf(x) := f(x− a), et ϕ est une fonc-
tion C∞ a` support compact, positive, non nulle. Sous des hypothe`ses standard, rappele´es
au paragraphe 2, on peut montrer que Elu ne de´pend aucunement du choix de la fonction
auxiliaire ϕ.
Les espaces localise´s-uniformes jouent un roˆle dans diverses questions d’analyse mathe´-
matique. Par exemple, si E est une alge`bre de Banach de fonctions, pour la multipli-
cation usuelle, il est naturel de conjecturer que l’ensemble des multiplicateurs de E est
pre´cise´ment Elu — conjecture confirme´e dans le cas des espaces de Sobolev H
s(Rn) pour
s > n/2, voir [4, p. 58] et [5, p. 151]. Ils interviennent aussi dans la caracte´risation
des fonctions qui ope`rent, par composition a` gauche, sur certains espaces de fonctions.
Ainsi, les fonctions de R dans R qui ope`rent, en ce sens, sur l’espace de Sobolev critique
Wmp (R
n), ou` l’entier m ve´rifie m = n/p > 1, sont pre´cise´ment celles dont les de´rive´es
appartiennent localement-uniforme´ment a` Wm−1p (R) [3]. L’extension de ce the´ore`me aux
espaces de Sobolev fractionnaires est une question ouverte. Cependant on a pu e´tablir un
re´sultat partiel [1] : si une fonction ope`re sur l’espace de Besov Bsp,q(R
n), avec s = n/p > 1
1
et q > 1, alors sa de´rive´e appartient localement-uniforme´ment a` Bs−1p,q (R).
Il semble de`s lors pertinent de de´crire les localisations uniformes des espaces de Sobolev
fractionnaires de fac¸on intrinse`que, c’est-a`-dire sans recourir a` une fonction auxiliaire telle
que la fonction ϕ utilise´e dans (1). A` cet e´gard, rappelons que, pour les espaces Lp(R
n)lu,
une telle description est bien connue, voir la proposition 3. C’est ce type de description,
a` l’aide d’inte´grales portant sur les translate´es d’une boule fixe, que nous mettrons en
e´vidence pour les localisations uniformes des espaces de Sobolev fractionnaires.
Plan
La section 2 sera de´volue a` des ge´ne´ralite´s sur la localisation uniforme. Dans la section 3,
on rappellera les de´finitions des espaces Besov et de Lizorkin-Triebel et on e´noncera les
the´ore`mes principaux, qui seront e´tablis dans la dernie`re section.
Notations et rappels
La norme d’une fonction f dans l’espace de Lebesgue Lp(R
n) est note´e ‖f‖p. Comme
d’habitude c, c1, ... de´signera une constante positive pouvant de´pendre de n, s, p, q et des
fonctions auxiliaires ; sa valeur pourra changer d’une occurrence a` l’autre. Rappelons une
ine´galite´ classique (voir, par exemple, [4, II.20, p. 44]) :
Lemme 1 Pour tout q ∈ [1,+∞[ et tout re´el α, il existe c > 0 tel que
sup
0<t≤1/2
tαu(t) ≤ c
(∫ 1
0
(tαu(t))q
dt
t
)1/q
pour toute fonction croissante u sur l’intervalle ]0, 1].
2 Ge´ne´ralite´s sur la localisation uniforme
Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) sur Rn est un sous-espace vectoriel E de
D′(Rn) muni d’une norme comple`te ‖ − ‖E telle que l’injection canonique E →֒ D
′(Rn)
soit continue. On dit que l’espace E est un D(Rn)-module si φf ∈ E pour tout φ ∈ D(Rn)
et tout f ∈ E. Un E.B.D. E est isome´triquement invariant par translation si τaf ∈ E et
‖τaf‖E = ‖f‖E pour tout f ∈ E et tout a ∈ R
n.
Proposition 1 Soit E un D(Rn)-module isome´triquement invariant par translation. Pour
toute distribution f , les deux proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ ∈ D(Rn) ve´rifiant (1).
(ii) Pour toute fonction ϕ ∈ D(Rn), on a la proprie´te´ (1).
Preuve. Voir [4, p. 57].
Si une distribution f satisfait l’une des deux conditions e´quivalentes de la proposition 1,
on dit que f appartient localement uniforme´ment a` E ; l’ensemble de ces distributions est
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note´ Elu. Soit une fonction positive non nulle ϕ ∈ D(R
n). On montre facilement que Elu
est un E.B.D. pour la norme
‖f‖Elu := sup
a∈Rn
‖(τaϕ) f‖E .
De la preuve de la proposition 1, il re´sulte qu’a` e´quivalence pre`s, la norme de Elu ne
de´pend pas du choix de la fonction ϕ.
Si E est un E.B.D. et m un entier positif, on peut conside´rer l’espace de Sobolev Wm(E)
d’ordre m de base E, a` savoir
Wm(E) := {f ∈ D′(Rn) : f (α) ∈ E pour tout |α| ≤ m} .
Wm(E) est un E.B.D. pour la norme
‖f‖Wm(E) :=
∑
|α|≤m
‖f (α)‖E .
Proposition 2 Si E est un D(Rn)-module, isome´triquement invariant par translation, il
en est de meˆme pour Wm(E) et on a
(Wm(E))lu = W
m (Elu) ,
avec des normes e´quivalentes.
Preuve. Elle re´sulte aise´ment de la formule de Leibniz et de la proposition 1.
Nous terminerons cette section en rappelant la description de Lp(R
n)lu. La preuve facile
est laisse´e au lecteur.
Proposition 3 Soit p ∈ [1,+∞[. Soit B une boule ouverte (ou un cube ouvert) dans Rn.
Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient a` Lp(R
n)lu si et seulement si
sup
a∈Rn
(∫
B+a
|f(x)|pdx
)1/p
< +∞ ;
de plus l’expression ci-dessus est e´quivalente a` la norme ‖f‖Lp(Rn)lu.
3 De´finitions des espaces fonctionnels et e´nonce´s des
the´ore`mes
A` toute fonction f , de´finie sur Rn, et tout h ∈ Rn, on associe la fonction ∆hf , de´finie par
∆hf := τ−hf − f . Pour tout p ∈ [1,+∞], tout ensemble bore´lien A de R
n, toute fonction
mesurable f sur Rn et tout t > 0, on pose
ωp,A(f, t) := sup
|h|≤t
(∫
A
|∆hf(x)|
p dx
)1/p
,
3
ηp,A(f, t) := sup
|h|≤t
(∫
A
∣∣∆2hf(x)∣∣p dx
)1/p
.
On note simplement ωp := ωp,Rn, de meˆme pour η.
De´finition 1 Soient 0 < s < 1, p, q ∈ [1,+∞]. L’espace Bsp,q(R
n) est l’ensemble des
fonctions f ve´rifiant
‖f‖Bsp,q(Rn) := ‖f‖p +
(∫ 1
0
(t−sωp(f, t))
q dt
t
)1/q
< +∞ .
De´finition 2 Soient 0 < s < 1, q ∈ [1,+∞], 1 ≤ p < ∞. L’espace de Lizorkin-Triebel
F sp,q(R
n) est l’ensemble des fonctions f ve´rifiant
‖f‖F sp,q(Rn) := ‖f‖p +
((∫ 1
0
(
t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)|
q dh
)q
dt
t
)p/q
dx
)1/p
< +∞ .
Rappelons qu’on obtient les meˆmes espaces fonctionnels, avec des normes e´quivalentes,
en remplac¸ant, dans les de´finitions pre´ce´dentes, l’inte´grale
∫ 1
0
par l’inte´grale
∫ r
0
, ou` r est
n’importe quel re´el positif fixe´. Quand il n’y a pas lieu de distinguer entre les deux types
d’espaces, B ou F , nous posons Esp,q(R
n) := Bsp,q(R
n) ou F sp,q(R
n). Les espaces d’ordre 1,
c’est-a`-dire les espaces E1p,q(R
n), se de´finissent de la meˆme fac¸on, a` condition de remplacer
∆h par l’ope´rateur de diffe´rence seconde ∆
2
h (et donc, dans le cas Besov, ω par η). Les
espaces d’ordre supe´rieur a` 1 sont, par de´finition, les espaces de Sobolev base´s sur les
espaces d’ordres compris entre 0 et 1 :
De´finition 3 Soient s > 1 et m l’entier tel que m < s ≤ m + 1. Alors Esp,q(R
n) est
l’ensemble des fonctions f telles que f (α) ∈ Es−mp,q (R
n) pour tout |α| ≤ m. Cet espace est
muni de la norme ∑
|α|≤m
‖f (α)‖Es−mp,q (Rn) .
Venons-en a` la description intrinse`que des espaces localise´s-uniformes. On se limitera au
cas 0 < s ≤ 1, puisqu’il suffit d’appliquer la proposition 2 pour obtenir le cas ge´ne´ral.
Dans les e´nonce´s suivants, B de´signera une boule (ou un cube) fixe´ de Rn. On supposera
p, q ∈ [1,+∞] (p <∞ dans le cas Lizorkin-Triebel).
The´ore`me 1 Si 0 < s < 1, alors Bsp,q(R
n)lu est l’ensemble des fonctions f telles que
sup
a∈Rn
(∫ 1
0
(
t−sωp,B+a(f, t)
)q dt
t
)1/q
+ ‖f‖Lp(Rn)lu < +∞ . (2)
De plus l’expression ci-dessus est une norme e´quivalente sur Bsp,q(R
n)lu.
The´ore`me 2 B1p,q(R
n)lu est l’ensemble des fonctions f telles que
sup
a∈Rn
(∫ 1
0
(
t−1ηp,B+a(f, t)
)q dt
t
)1/q
+ ‖f‖Lp(Rn)lu < +∞ . (3)
De plus l’expression ci-dessus est une norme e´quivalente sur B1p,q(R
n)lu.
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The´ore`me 3 Si 0 < s < 1, alors F sp,q(R
n)lu est l’ensemble des fonctions f telles que
sup
a∈Rn
∥∥∥∥∥
(∫ 1
0
(
t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(.)| dh
)q
dt
t
)1/q∥∥∥∥∥
Lp(B+a)
+ ‖f‖Lp(Rn)lu < +∞ . (4)
De plus l’expression ci-dessus est une norme e´quivalente sur F sp,q(R
n)lu.
The´ore`me 4 F 1p,q(R
n)lu est l’ensemble des fonctions f telles que
sup
a∈Rn
∥∥∥∥∥
(∫ 1
0
(
t−n−1
∫
|h|≤t
∣∣∆2hf(.)∣∣dh
)q
dt
t
)1/q∥∥∥∥∥
Lp(B+a)
+ ‖f‖Lp(Rn)lu < +∞ . (5)
De plus l’expression ci-dessus est une norme e´quivalente sur F 1p,q(R
n)lu.
4 Preuves des the´ore`mes
Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que B est la boule unite´ de Rn. Dans cette
section, on fixe deux fonctions ϕ0 et ϕ1 dans D(R
n), telles que :
— 0 ≤ ϕ0 ≤ 1, ϕ0 est non nulle et porte´e par B/4,
— ϕ1(x) = 1 sur 4B.
4.1 Preuve du the´ore`me 1
On utilisera la formule suivante, valable pour tout h ∈ Rn et toutes fonctions f et g sur
R
n :
∆h(fg) = (∆hf)(τ−hg) + f(∆hg) . (6)
De´signons par A(f) le premier terme de l’ine´galite´ (2).
4.1.1 E´tape 1
Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Par la formule (6), on a, pour tous a, h ∈ Rn et
|h| ≤ t ≤ 1/2, (∫
Rn
|∆h((τaϕ0)f)(x)|
p dx
)1/p
≤
(∫
Rn
|∆hf(x)ϕ0(x+ h− a)|
p dx
)1/p
+
(∫
Rn
|f(x)|p |∆h(τaϕ0)(x)|
p dx
)1/p
≤
(∫
B+a
|∆hf(x)|
p dx
)1/p
+ t ‖∇ϕ0‖∞
(∫
B+a
|f(x)|p dx
)1/p
≤ c1
(
ωp,B+a(f, t) + t ‖f‖Lp(Rn)lu
)
.
Par la condition s < 1, on voit que
(∫ 1/2
0
(
t−sωp((τaϕ0)f, t)
)q dt
t
)1/q
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≤ c1

(∫ 1/2
0
(
t−sωp,B+a(f, t)
)q dt
t
)1/q
+
(∫ 1/2
0
(
t1−s
)q dt
t
)1/q
‖f‖Lp(Rn)lu

 .
L’expression ci-dessus e´tant majore´e par c2A(f), pour une certaine constante c2, il vient
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Bsp,q(Rn) ≤ c3A(f) .
4.1.2 E´tape 2
Soit f ∈ Bsp,q(R
n)lu. On voit aussitoˆt que ∆h((τaϕ1)f)(x) = ∆hf(x) pour tout a ∈ R
n,
tout x ∈ B+ a, et tout |h| ≤ 1. On en de´duit aise´ment que
A(f) ≤ c4 sup
a∈Rn
‖(τaϕ1)f‖F sp,q(Rn) .
4.2 Preuve du the´ore`me 2
On de´signera par A(f) le premier terme de l’ine´galite´ (3) et on posera
Mp,a(f) := sup
0<t≤1/2
1
t
ηp,B+a(f, t) .
4.2.1 Re´sultats pre´liminaires
On dispose des formules suivantes, ou` k ∈ N∗, h ∈ Rn et ou` f et g sont des fonctions
quelconques :
∆2h(fg) = (∆
2
hf)(τ−2hg) + (∆
2
hg)(τ−hf) + (∆hf)(∆2hg) , (7)
∆h = 2
−k∆2kh −
k−1∑
l=0
2−l−1∆22lh . (8)
La premie`re est imme´diate, la seconde s’obtient facilement par re´currence sur k.
Lemme 2 Il existe c > 0 tel que
ωp,B+a(f, t) ≤ ct
{(∫
2B+a
|f(x)|p dx
)1/p
+Mp,a(f) | ln t|
}
,
pour tout 0 < t ≤ 1/2, tout a ∈ Rn et toute fonction localement inte´grable f.
Preuve. Le lemme est une variante de l’ine´galite´ classique de Marchaud. On de´finit
l’entier k ≥ 1 par l’encadrement 2−k−1 < t ≤ 2−k. De la formule (8), on de´duit, pour
|h| ≤ t, (∫
B+a
|∆hf(x)|
p dx
)1/p
≤ 2−k
(∫
B+a
|∆2khf(x)|
p dx
)1/p
+
k−1∑
l=0
2−l−1
(∫
B+a
∣∣∆22lhf(x)∣∣p dx
)1/p
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≤ 2−k+1
(∫
2B+a
|f(x)|p dx
)1/p
+
k−1∑
l=0
2−l−1(2l−kMp,a(f)) ,
≤ 4t
(∫
2B+a
|f(x)|p dx
)1/p
+
1
ln 2
t |ln t|Mp,a(f) ,
ce qui conclut la preuve du lemme 2.
4.2.2 E´tape 1
Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Par la formule (7), il vient, pour |h| ≤ t ≤ 1/4,
(∫
Rn
∣∣∆2h((τaϕ0)f)(x)∣∣p dx
)1/p
≤
(∫
Rn
∣∣∆2hf(x)ϕ0(x+ 2h− a)∣∣p dx
)1/p
+
(∫
Rn
|f(x+ h)|p
∣∣∆2h(τaϕ0)(x)∣∣p dx
)1/p
+
(∫
Rn
|∆hf(x)(ϕ0(x+ 2h− a)− ϕ0(x− a))|
p dx
)1/p
≤
(∫
B+a
∣∣∆2hf(x)∣∣p dx
)1/p
+ c1t
2
(∫
B+a
|f(x)|p dx
)1/p
+ c2t
(∫
B+a
|∆hf(x)|
p dx
)1/p
≤ c3(ηp,B+a(f, t) + t
2 ‖f‖Lp(Rn)lu + t ωp,B+a(f, t)) ,
et donc (∫ 1/4
0
(
t−1ηp((τaϕ0)f, t)
)q dt
t
)1/q
≤ c3
(∫ 1/4
0
(
t−1ηp,B+a(f, t)
)q dt
t
)1/q
+ c3‖f‖Lp(Rn)lu
(∫ 1/4
0
tq−1dt
)1/q
+c3
(∫ 1/4
0
(ωp,B+a(f, t))
q dt
t
)1/q
.
En conse´quence
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖B1p,q(Rn) ≤ c4

A(f) + sup
a∈Rn
(∫ 1/4
0
(ωp,B+a(f, t))
q dt
t
)1/q .
Graˆce au lemme 2, on a, pour tout a ∈ Rn,(∫ 1/4
0
(ωp,B+a(f, t))
q dt
t
)1/q
≤ c5‖f‖Lp(Rn)lu
(∫ 1/4
0
tq−1dt
)1/q
+ c6Mp,a(f)
(∫ 1/4
0
tq−1 | ln t|q dt
)1/q
.
En appliquant le lemme 1 a` la fonction croissante t 7→ ηp,B+a(f, t), on conclut que
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖B1p,q(Rn) ≤ c7A(f) .
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4.2.3 E´tape 2
Soit f ∈ B1p,q(R
n)lu. En proce´dant comme dans l’e´tape 2 de la preuve du the´ore`me 1, il
vient
A(f) ≤ c8‖f‖B1p,q(Rn)lu .
4.3 Preuve du the´ore`me 3
On de´signera par A(f) le premier terme de l’ine´galite´ (4).
4.3.1 E´tape 1
Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Par la formule (6), nous avons∫
|h|≤t
|∆h((τaϕ0)f)(x)| dh
≤
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| ϕ0(x+ h− a) dh+ |f(x)|
∫
|h|≤t
|∆h(τaϕ0)(x)| dh.
On obtient 
∫
Rn
(∫ 1/2
0
(
t−s−n
∫
|h|≤t
|∆h((τaϕ0)f)(x)| dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
≤

∫
B+a
(∫ 1/2
0
(
t−s−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
+ c1
(∫
B+a
|f(x)|p dx
)1/p
,
ce qui nous donne
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖F sp,q(Rn) ≤ c2A(f) .
4.3.2 E´tape 2
Supposons que f ∈ F sp,q(R
n)lu. En proce´dant comme dans l’e´tape 2 de la preuve du
the´ore`me 1, il vient
A(f) ≤ c3 ‖f‖F sp,q(Rn)lu .
4.4 Preuve du the´ore`me 4
On de´signera par A(f) le premier terme de l’ine´galite´ (5).
4.4.1 E´tape 1
Soit f une fonction telle que A(f) <∞. Soit
G(x) :=
(∫ 1
0
(
t−n−1
∫
|h|≤t
∣∣∆2hf(x)∣∣ dh
)q
dt
t
)1/q
.
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Par la formule (7), il vient, pour tous a, x ∈ Rn et t > 0,∫
|h|≤t
∣∣∆2h((τaϕ0)f)(x)∣∣ dh
≤
∫
|h|≤t
∣∣∆2hf(x)∣∣ ϕ0(x+ 2h− a) dh+
∫
|h|≤t
|f(x+ h)|
∣∣∆2h(τaϕ0)(x)∣∣ dh
+
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| |∆2hτaϕ0(x)| dh.
On en de´duit, pour tout a ∈ Rn,
∫
Rn
(∫ 1/16
0
(
t−n−1
∫
|h|≤t
∣∣∆2h((τaϕ0)f)(x)∣∣dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
≤

∫
B
2
+a
(∫ 1/16
0
(
t−n−1
∫
|h|≤t
∣∣∆2h((τaϕ0)f)(x)∣∣ dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
≤ c1(U(a) + V (a) +W (a)) ,
ou`
U(a) :=

∫
B
2
+a
(∫ 1/16
0
(
t−n−1
∫
|h|≤t
∣∣∆2hf(x)∣∣ dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
,
V (a) :=

∫
B
2
+a
(∫ 1/16
0
(
t−n+1
∫
|h|≤t
|f(x+ h)| dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
,
W (a) :=

∫
B
2
+a
(∫ 1/16
0
(
t−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh
)q
dt
t
)p/q
dx


1/p
.
On voit facilement que
U(a) + V (a) ≤ c2
(∫
B+a
G(x)pdx
)1/p
+ c3 ‖f‖Lp(B+a) . (9)
Estimation de W(a). Posons
G1(x) :=
(∫ 1/16
0
(
t−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh
)q
dt
t
)1/q
.
En de´composant l’intervalle ]0, 1/16] en intervalles dyadiques et en utilisant des majora-
tions e´vi-dentes, on obtient G1(x) ≤ c4G2(x), ou`
G2(x) :=
(∑
j≥4
(
2jn
∫
|h|≤2−j
|∆hf(x)| dh
)q)1/q
.
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Par le changement de variable h′ = 2j−3h, il vient
G2(x) =
(∑
j≥4
(∫
|h|≤1/8
|∆2−j+3hf(x)| dh
)q)1/q
.
Par (8), on a
∆2−j+3h = 2
−j+3∆h −
j−4∑
ℓ=0
2−l−1∆22ℓ−j+3h ,
d’ou` G2(x) ≤ c5 (G3(x) +G4(x)) , avec
G3(x) :=
(∑
j≥4
(
2−j
∫
|h|≤1/8
|∆hf(x)| dh
)q)1/q
,
et
G4(x) :=
(∑
j≥4
(∫
|h|≤1/8
j−4∑
ℓ=0
2−ℓ−1
∣∣∆22ℓ−j+3hf(x)∣∣ dh
)q)1/q
.
Estimation de G3. On a aussitoˆt
G3(x) = c6
∫
|h|≤1/8
|∆hf(x)| dh.
L’ine´galite´ de Minkowski nous donne, pour tout a ∈ Rn,
(∫
B
2
+a
G3(x)
pdx
)1/p
≤ c6
∫
|h|≤1/8
{∫
B
2
+a
|∆hf(x)|
p dx
}1/p
dh
≤ c6
∫
|h|≤1/8
{∫
B
2
+a
|f(x+ h)|p dx
}1/p
dh+ c7
(∫
B
2
+a
|f(x)|p dx
)1/p
≤ c6
∫
|h|≤1/8
{∫
B+a
|f(x)|p dx
}1/p
dh+ c7
(∫
B
2
+a
|f(x)|p dx
)1/p
≤ c8
(∫
B+a
|f(x)|p dx
)1/p
.
Estimation de G4. Par le lemme 1, on a, pour tout x ∈ R
n et 0 < t ≤ 1/2,∫
|h|≤t
∣∣∆2hf(x)∣∣ dh ≤ c9tn+1G(x) . (10)
En raison du plongement ℓ1 →֒ ℓq, on a
G4(x) ≤
∑
j≥4
∫
|h|≤1/8
j−4∑
ℓ=0
2−ℓ−1
∣∣∆22ℓ−j+3hf(x)∣∣ dh.
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On ve´rifie facilement que∫
|h|≤1/8
∣∣∆22ℓ−j+3hf(x)∣∣ dh = 2−3n 2(j−ℓ)n
∫
|h|≤2ℓ−j
∣∣∆2hf(x)∣∣ dh .
En combinant cette relation avec l’ine´galite´ (10), on obtient
G4(x) ≤ c10G(x)
∑
j≥4
j−4∑
ℓ=0
2−ℓ−12ℓ−j = c11G(x).
Il vient donc, pour tout a ∈ Rn,
(∫
B
2
+a
G4(x)
pdx
)1/p
≤ c11
(∫
B+a
G(x)pdx
)1/p
.
En tenant compte des estimations obtenues pour G3 et G4, on peut conclure que l’expres-
sion W (a) est estime´e par
(∫
B+a
G(x)pdx
)1/p
+
(∫
B+a
|f(x)|p dx
)1/p
.
En combinant avec (9), on conclut que
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖F 1p,q(Rn) ≤ c12A(f) .
4.4.2 E´tape 2
Supposons que f ∈ F 1p,q(R
n)lu. En proce´dant comme dans l’e´tape 2 de la preuve du
the´ore`me 1, il vient
A(f) ≤ c13‖f‖F 1p,q(Rn)lu .
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